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Kolobarji z enoli£no faktorizacijo
Povzetek
Kolobarji z enoli£no faktorizacijo so celi kolobarji, v katerih lahko neni£elne neo-
brnljive elemente zapi²emo kot kon£ni produkt nerazcepnih elementov in je ta zapis
enoli£en do asociiranosti in vrstnega reda natan£no. Veljajo naslednje vsebovanosti:
polja ⊂ evklidski kolobarji ⊂ glavni kolobarji
⊂ kolobarji z enoli£no faktorizacijo ⊂ celi kolobarji,
kjer so vse vsebovanosti stroge. Polja, evklidski kolobarji in glavni kolobarji so torej
primeri kolobarjev z enoli£no faktorizacijo. Kolobar polinomov K[x] je kolobar z
enoli£no faktorizacijo natanko tedaj, ko je K kolobar z enoli£no faktorizacijo.
Unique Factorization Domains
Abstract
Unique Factorization Domains are integral domains in which nonzero elements that
are not units can be written as a ﬁnite product of irreducible elements and this
decomposition is unique up to associates and the order of factors. We have the
following inclusions:
ﬁelds ⊂ Euclidean Domains ⊂ Principal Ideal Domains
⊂ Unique Factorization Domains ⊂ integral domains
with all containments being proper. Thus: ﬁelds, Euclidean Domains and Principal
Ideal Domains are examples of Unique Factorization Domains. The polynomial ring
K[x] is a Unique Factorization Domain if and only if K is a Unique Factorization
Domain.
Math. Subj. Class. (2010): 13A05
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barji, kolobarji z enoli£no faktorizacijo, kolobarji polinomov
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1. Uvod
Cela ²tevila so del na²ega vsakdana. Nau£ili smo se ra£unati z njimi in spotoma
ugotovili, da imajo kar nekaj lepih lastnosti, ki nam olaj²ajo te ra£une. Ena od teh
lastnosti  osnovni izrek aritmetike  pravi, da lahko vsako ²tevilo a ∈ Z\{−1, 0, 1}
zapi²emo kot produkt pra²tevil (in morda ²e (−1)) in je ta zapis enoli£en do vrstnega
reda faktorjev natan£no. To nam odpre veliko vrat v teoriji ²tevil in je poleg tega
²e en dodaten razlog za ²tudij pra²tevil.
Ampak zakaj se cela ²tevila tako lepo obna²ajo? Izkaºe se, da cela ²tevila skupaj
z obi£ajnima operacijama se²tevanja in mnoºenja tvorijo poseben tip kolobarja, ki
mu pravimo evklidski kolobar, ti pa imajo lastnost enoli£ne faktorizacije. Videli
bomo tudi, da so evklidski kolobarji v resnici le podmnoºica kolobarjev z enoli£no
faktorizacijo, torej da je slednjih ²e ve£. S pomo£jo teh kolobarjev lahko izpeljemo
nekaj zelo pomembnih ugotovitev, kot sta klasiﬁkacija kon£nih grup in Jordanova
forma za matrike.
Kot se pogosto dogaja pri algebri, smo vzeli mnoºico celih ²tevil za model, zdaj
pa bomo pojme posplo²ili v jezik kolobarjev. V nadaljevanju si bomo ogledali, kaj
so evklidski kolobarji, glavni kolobarji in kolobarji z enoli£no faktorizacijo, kak²ne so
povezave med njimi in kak²ne lastnosti imajo. Sledilo bo nekaj posebnih primerov
kolobarjev, ki nam bodo omogo£ili laºjo predstavo teh pojmov, nato pa se bomo
posvetili ²e kolobarjem polinomov - kako dobljene rezultate uporabiti pri polinomih
in nekaj njihovih posledic.
2. Ponovitev definicij
Za za£etek ponovno zapi²imo deﬁnicije nekaterih pojmov, ki se bodo pojavljali v
naslednjih poglavjih. Pri tem bomo v glavnem uporabljali deﬁnicije iz [2].
Deﬁnicija 2.1. Mnoºica K skupaj z binarnima operacijama se²tevanje (x, y) ↦→
x+ y in mnoºenje (x, y) ↦→ xy se imenuje kolobar, £e velja:
(1) Za se²tevanje je K Abelova grupa.
[Se²tevanje v K je komutativno, asociativno, K vsebuje nevtralni element
za se²tevanje 0, za vsak x ∈ K je tudi −x ∈ K.]
(2) Za mnoºenje je K monoid.
[Mnoºenje v K je asociativno, K vsebuje nevtralni element za mnoºenje 1.]
(3) Izpolnjena sta distributivnostna zakona:
(x+ y)z = xz + yz, z(x+ y) = zx+ zy
za vse x, y, z ∈ K.
Bolj natan£no  deﬁnirali smo kolobar z enoto (tj. kolobar, ki vsebuje nevtralni
element za mnoºenje 1). Ker nas bodo v nadaljevanju zanimali izklju£no taki kolo-
barji, bomo del z enoto praviloma opu²£ali.
Deﬁnicija 2.2. Podmnoºico L kolobarja K imenujemo podkolobar kolobarja K, £e
vsebuje enoto 1 kolobarja K in je za isti operaciji tudi sama kolobar.
Podkolobarji so v resnici popolnoma samostojni kolobarji in lahko bi jih obravna-
vali kot take. V£asih pa nam pride prav, da na njih lahko gledamo iz ²ir²ega vidika,
kot del nekega ve£jega kolobarja.
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Deﬁnicija 2.3. Naj bo K kolobar z enoto 1. Elementu y ∈ K pravimo inverz
elementa x ∈ K, £e velja xy = yx = 1. Elementu, ki ima inverz, pravimo obrnljiv
element.
Obrnljive elemente in inverze obi£ajno deﬁniramo za splo²ne monoide, vendar
nas bodo ti pojmi zanimali le v kontekstu kolobarjev. Ker bomo kasneje v delu
obravnavali le komutativne kolobarje (operacija mnoºenja je komutativna), bo dovolj
preveriti eno od enakosti iz deﬁnicije, npr. da je xy = 1.
Deﬁnicija 2.4. Naj bo I podgrupa za se²tevanje kolobarja K. e za vse a ∈ K in
u ∈ I velja, da je au ∈ I in ua ∈ I, potem I imenujemo ideal kolobarja K.
Deﬁnicija 2.4 je v splo²nem sestavljena iz dveh delov: prvi pogoj, tj. da mora biti
au ∈ I za vse a ∈ K, u ∈ I, nam deﬁnira pojem levega ideala, drugi pogoj pa pojem
desnega ideala. e je ustrezen I hkrati levi in desni ideal, mu pravimo ideal. e je
kolobar K komutativen, sta prvi in drugi pogoj ekvivalentna, torej vsi trije pojmi
sovpadajo, zato re£emo preprosto ideal.
V nadaljevanju nas bo zanimal predvsem naslednji tip idealov:
Deﬁnicija 2.5. Naj bo K komutativen kolobar in a ∈ K. Mnoºici
(a) := {ax | x ∈ K}
re£emo ideal generiran z elementom a. Vsak tak ideal imenujemo glavni ideal.
Deﬁnirana mnoºica je o£itno ideal, saj je (ax)y = a(xy) ∈ (a) za vsak a, x, y ∈ K,
zato je tudi tako poimenovana.
Ideale lahko generiramo tudi z ve£ elementi. Mnoºica
(a1, a2, . . . , an) = {a1x1 + a2x2 + ...+ anxn | x1, . . . , xn ∈ K}
je ideal generiran z elementi a1, a2, . . . , an. Seveda so glavni ideali (a1), (a2), . . . , (an)
vsebovani v tem idealu.
Pripomnimo, da £e je a obrnljiv, potem ideal (a) vsebuje enoto 1 in zato tudi
element x · 1 = x za vsak x ∈ K. Sledi, da je (a) = K.
Deﬁnicija 2.6. Element x kolobarja K je delitelj ni£a, £e x ̸= 0 in obstaja tak y ̸= 0
iz K, da velja xy = 0 ali yx = 0.
Deﬁnicija 2.7. Neni£eln komutativen kolobar brez deliteljev ni£a se imenuje cel
kolobar.
Priro£nost celih kolobarjev leºi v njihovi lastnosti kraj²anja, tj. da iz ab = ac
(pri £emer a ̸= 0) sledi b = c. Res, £e prvotno ena£bo preoblikujemo v ab − ac =
a(b− c) = 0 in upo²tevamo, da se nobena dva neni£elna elementa (v tem primeru a
in (b− c)) ne zmnoºita v 0, je edina moºnost, da je b− c = 0 oziroma b = c.
Poleg tega se v celih kolobarjih lastnost obrnljivosti oziroma neobrnljivosti ohranja
s produktom. Bolj natan£no, v mislih imamo naslednjo trditev:
Trditev 2.8. Naj bosta a in b elementa komutativnega kolobarja K. Elementa a in
b sta obrnljiva natanko tedaj, ko je produkt ab obrnljiv.
Dokaz. e vzamemo a, b obrnljiva, potem je ab obrnljiv, saj ima inverz (ab)−1 =
b−1a−1.
Vzemimo sedaj, da je a neobrnljiv element. Recimo, da je produkt ab obrnljiv.
Potem obstaja tak c, da je (ab)c = 1. Ampak potem je a(bc) = 1, torej je bc inverz
elementa a. Ker je to v protislovju z na²o predpostavko, mora biti ab neobrnljiv. □
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Osrednja tema tega dela bo vpra²anje razcepa elementov, zato ni presenetljivo,
da se bodo zraven prikradli polinomi. Kadar imamo opravka s polinomi, nas tipi£no
zanimajo njihove ni£le, te pa lahko v£asih kar preberemo direktno iz njihovih razce-
pov. Nas ni£le ne bodo zanimale, bodo pa dolo£eni tipi polinomov tvorili pomembne
primere kolobarjev z enoli£no faktorizacijo.
Za kolobar polinomov bomo vzeli deﬁnicijo opisano v [3, str. 296].
Deﬁnicija 2.9. Naj bo K komutativen kolobar. Kolobar polinomov K[x] v spre-
menljivki x s koeﬁcienti iz K je mnoºica vseh formalnih vsot
anx
n + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0,
kjer n ≥ 0 in ai ∈ K za vsak i = 0, 1, . . . , n. Te vsote imenujemo polinomi, naj-
manj²emu ²tevilu n ≥ 0, za katerega velja da je ak = 0 za vse k > n, pa pravimo
stopnja polinoma. len an ̸= 0, kjer je n stopnja polinoma, se imenuje vodilni £len,
a0 pa konstatni £len. Na mnoºici K[x] deﬁniramo naslednji operaciji:
• se²tevanje (po komponentah):
n∑︂
i=0
aix
i +
n∑︂
i=0
bix
i =
n∑︂
i=0
(ai + bi)x
i
(polinomoma a(x) ali b(x) po potrebi dodamo £lene z ni£elnimi koeﬁcienti,
da lahko se²tevamo polinome razli£nih stopenj)
• mnoºenje:
Najprej deﬁniramo (axi)(bxj) = abxi+j, nato:(︃ n∑︂
i=0
aix
i
)︃(︃ m∑︂
i=0
bix
i
)︃
=
n+m∑︂
k=0
(︃ k∑︂
i=0
aibk−i
)︃
xk
S tema dvema operacijama mnoºica K[x] postane kolobar.
e se v K[x] omejimo na konstantne polinome, dobimo ravno kolobar K. Poleg
tega vemo, da so konstantni polinomi zaprti za se²tevanje in mnoºenje. Sklepamo
lahko, da je K podkolobar kolobarja polinomov K[x].
Pripomnimo ²e, da so obrnljivi elementi kolobarja K[x] natanko obrnljivi elementi
kolobarja K. Namre£, £e velja p(x)q(x) = 1, je edina moºnost, da sta p(x) in q(x)
konstantna polinoma (sicer bi produkt imel najmanj en £len, ki vsebuje neko potenco
x).
Opomba 2.10. Kolobar polinomov K[x] je cel kolobar, £e je K cel kolobar. Res, £e
vzamemo p, q ∈ K[x], bo v njunem produktu pq gotovo nastopal produkt vodilnih
(neni£elnih) £lenov, ki bo neni£eln v celem kolobarju. O£itno velja tudi obratna
implikacija, saj je K podkolobar v K[x].
Deﬁnicijo 2.9 lahko raz²irimo tudi na ve£ spremenljivk (skladno s [3, str. 297]):
Deﬁnicija 2.11. Kolobar polinomov v spremenljivkah x1, x2, ..., xn s koeﬁcienti iz
K, ozna£en kot K[x1, x2, ..., xn] je deﬁniran induktivno kot:
K[x1, x2, ..., xn] = K[x1, x2, ..., xn−1][xn]
Na polinome n spremenljivk torej gledamo kot na polinome ene spremenljivke,
kjer so koeﬁcienti spet polinomi, ampak zdaj n− 1 spremenljivk.
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S tem smo pokrili tiste osnovne deﬁnicije, ki jih bomo potrebovali v naslednjih
poglavjih. Nekatere pojme smo deﬁnirali v dokaj splo²nih kolobarjih, mi pa se bomo
zdaj omejili na bolj speciﬁ£ne tipe kolobarjev. Od tod naprej bomo vselej privzeli,
da so na²i kolobarji komutativni z enoto 1 ̸= 0. To nam bo olaj²alo pojem deljivosti,
ki igra klju£no vlogo v nadaljevanju.
3. Evklidski kolobarji
Prvi posebni tip kolobarja, ki nas bo zanimal, je evklidski kolobar. Ti kolobarji
so tesno povezani z deljenjem elementov in na faktorizacijo lahko gledamo kot na
iskanje deliteljev nekega elementa. Kot bomo videli tekom tega dela, bo ta povezava
z deljenjem zagotovila, da so vsi ideali glavni, ta lastnost pa nas bo kasneje pripeljala
do enoli£ne faktorizacije elementov. V tem poglavju bomo sledili [3, poglavje 8.1],
kjer ne bo zapisano druga£e.
Deﬁnicija 3.1 ([2, deﬁnicija 6.18]). Cel kolobar K imenujemo evklidski kolobar, £e
obstaja taka preslikava δ : K\{0} → N ∪ {0}, da velja:
(1) Za poljuben par elementov a, b ∈ K, kjer b ̸= 0, obstajata taka elementa
q, r ∈ K, da je
a = qb+ r
in je r = 0 ali pa je δ(r) < δ(b).
(2) δ(a) ≤ δ(ab) za vse a, b ∈ K\{0}.
Evklidski kolobarji so torej kolobarji, kjer velja nekak²na posplo²itev osnovnega
izreka o deljenju na cele kolobarje. Ime so dobili po tem, da na njih lahko izvajamo
posplo²itev Evklidovega algoritma, ki nam, tako kot v celih ²tevilih, hitro najde
najve£ji skupni delitelj dveh elementov.
Vzemimo par (a, b) ∈ K ×K\{0}. Pri algoritmu zaporedoma razpisujemo
a = q0b+ r0
b = q1r0 + r1
r0 = q2r1 + r2
...
rn−2 = qnrn−1 + rn
rn−1 = qn+1rn,
dokler ne pridemo do ni£elnega ostanka. Algoritem se bo gotovo nekje ustavil, saj
je δ(b) > δ(r0) > · · · > δ(rn−1) > δ(rn) in ima preslikava δ vrednosti v nenegativnih
celih ²tevilih  ta veriga neenakosti se torej ne more nadaljevati v nedogled. Zadnji
neni£eln ostanek rn je ravno iskan najve£ji skupni delitelj, kar bomo tudi deﬁnirali
in dokazali kasneje v tem poglavju, najprej pa si poglejmo kak primer evklidskih
kolobarjev.
Primer 3.2. Vsako polje F je Evklidski kolobar. Za vsaka a, b ∈ F , kjer je b ̸= 0,
preverimo, da lahko zapi²emo a = qb. To bo gotovo veljalo, £e vzamemo q = ab−1.
Tak q torej obstaja in je vsebovan v F , saj sta a in b−1 vsebovana v F . Vedno bo
izpolnjen pogoj iz deﬁnicije, saj lahko pri vsakem a in b vzamemo kar r = 0 in bo
vsaka preslikava, ki zado²£a drugemu pogoju, ustrezna  npr. δ(a) = 0 za vse a ∈ F .
Primer 3.3. S preslikavo δ(a) = |a| lahko pokaºemo, da je Z evklidski kolobar.
Druga to£ka iz deﬁnicije 3.1 je izpolnjena, saj je |ab| = |a| · |b| ≥ |a|, ker je |b| ∈ N.
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Preverimo ²e prvo to£ko tako, da vzamemo poljubna a, b ∈ Z, kjer je b ̸= 0. Vzemimo
q = ⌊c⌋ (najve£je celo ²tevilo, ki je manj²e ali enako c) in r = a − qb. Da si bomo
laºje predstavljali pomen te izbire q in r, razdelimo Z na mnoºice
{kb, kb+ 1, kb+ 2, . . . , kb+ (b− 1)},
kjer je k ∈ Z. S takimi mnoºicami seveda pokrijemo vsa cela ²tevila. tevilo q
ustreza izbiri ²tevila k, torej izbiri mnoºice, v kateri leºi ²tevilo a. tevilo r pa
ustreza izbiri elementa a iz izbrane mnoºice, torej izbiri takega pri²tetega £lena
(0, 1, . . . , b− 1), da velja a = qb+ r. Od tod tudi vidimo, da je |r| < |b|, saj bi sicer
padli v drugo mnoºico oziroma izbrali druga£en q.
Nekaj ve£ primerov bomo zasledili tudi kasneje, ko bomo govorili o povezavah
med razli£nimi tipi kolobarjev. Eno od omenjenih povezav nam bo dala ºe naslednja
trditev:
Trditev 3.4 ([2, izrek 6.23]). Vsak ideal evklidskega kolobarja je glavni.
Dokaz. Za vsak ideal evklidskega kolobarja K ºelimo pokazati, da je glavni, torej
generiran z enim elementom. Ni£elni ideal je generiran z elementom 0, tako da se
lahko omejimo na neni£elne ideale. Vzemimo tak neni£eln a ∈ I, da velja δ(a) ≤ δ(x)
za vsak x ∈ I. Tak a obstaja, saj ima preslikava δ vrednosti v N ∪ {0}.
Pokazati ºelimo, da je (a) = I. Ker je a ∈ I, je (a) ⊆ I. Preverimo ²e obratno
vsebovanost. Vzemimo poljuben x ∈ I in upo²tevajmo, da sta a, x ∈ K elementa
evklidskega kolobarja  to pomeni, da lahko zapi²emo x = qa + r, kjer je r = 0 ali
pa je δ(r) < δ(a). Druga moºnost tu ne pride v po²tev zaradi na²e izbire elementa
a, zato mora biti r = 0 in x = qa, torej je x ∈ (a). Sledi, da je I = (a). □
V kolobarju Z nam je pojem deljivosti dobro poznan. tevilo a deli ²tevilo b, £e
najdemo tak faktor k, da je b = ka. Na povsem analogen na£in lahko ta pojem
posplo²imo na splo²ne komutativne kolobarje.
Deﬁnicija 3.5. Naj bo K komutativen kolobar in a, b ∈ K, kjer je b ̸= 0.
• e obstaja tak element x ∈ K, da velja a = bx, potem re£emo, da b deli a,
oziroma, da je b delitelj elementa a, kar zapi²emo kot b | a.
• Najve£ji skupni delitelj elementov a in b je tak neni£eln element d, da velja:
(1) d | a in d | b,
(2) £e e | a in e | b, potem e | d.
Najve£ji skupni delitelj elementov a in b ozna£imo z gcd(a, b).
Deﬁnicijo najve£jega skupnega delitelja lahko na ekvivalenten na£in zapi²emo v
jeziku idealov: d je najve£ji skupni delitelj elementov a in b, £e je (a, b) ⊆ (d) in
za vsak e, ki je skupni delitelj a, b (tj. (a, b) ⊆ e), velja (d) ⊆ (e). S tako zapisano
deﬁnicijo neposredno dobimo naslednjo trditev:
Trditev 3.6. Naj bo K komutativen kolobar in a, b ∈ K neni£elna elementa. e je
(a, b) = (d), je d ∈ K najve£ji skupni delitelj elementov a in b.
Dokaz. Prvi pogoj je izpolnjen, saj je (a, b) ⊆ (d), in drugi prav tako, saj je (d) ⊆
(a, b) ⊆ (e) za vsak skupni delitelj e elementov a, b. □
V splo²nem je najve£jih skupnih deliteljev dveh ﬁksnih elementov lahko ve£. Naj
bosta d in e najve£ja skupna delitelja elementov a in b. Potem iz deﬁnicije takoj
sledi, da e | d in d | e, kar implicira, da je (d) ⊆ (e) in (e) ⊆ (d). Torej velja
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(d) = (e). Naslednja trditev nam pove, koliko takih parov (d, e) lahko najdemo v
celem kolobarju.
Trditev 3.7. Naj bo K cel kolobar. e elementa d, e ∈ K generirata isti glavni
ideal, tj. (d) = (e), potem je e = ud za neki obrnljiv element u ∈ K.
Dokaz. e je d = 0 ali e = 0, je edina moºnost, da sta oba enaka 0 in trditev velja.
Naj bosta sedaj d in e neni£elna. Ker je d ∈ (e), obstaja tak x ∈ K, da velja d = xe.
Podobno obstaja tak y ∈ K, da je e = yd. Potem je d = xyd oziroma xy = 1. Sledi,
da sta x in y obrnljiva elementa. □
Najve£ji skupni delitelji dveh ﬁksnih elementov celega kolobarja se torej lahko
razlikujejo le za mnoºenje z nekim obrnljivim elementom. V kolobarju Z sta edina
obrnljiva elementa 1 in −1, zato vemo, da imamo v resnici samo dva moºna najve£ja
skupna delitelja dveh celih ²tevil, in ²e ta dva se razlikujeta samo v predznaku.
Da Evklidov algoritem vrne najve£ji skupni delitelj dveh elementov smo napove-
dali ºe prej, zdaj pa se prepri£ajmo, da je to res.
Izrek 3.8. Naj bo K evklidski kolobar in a, b ∈ K neni£elna elementa. Naj bo d = rn
zadnji neni£eln ostanek v Evklidovem algoritmu za a in b. Potem velja:
(1) d je najve£ji skupni delitelj elementov a in b,
(2) Glavni ideal (d) je generiran z a in b. To pomeni, da obstajata elementa
x, y ∈ K, da lahko zapi²emo
d = ax+ by.
Dokaz. Kot smo videli prej v razpravi, bo izrek dokazan, £e pokaºemo, da za d = rn
velja: (d) = (a, b).
Najprej pokaºimo, da je (a, b) ⊆ (d). Iz zadnje vrstice Evklidovega algoritma
rn−1 = qn+1rn
sledi, da rn deli rn−1. Od tod iz predzadnje vrstice
rn−2 = qnrn−1 + rn
sledi, da rn deli tudi rn−2. e postopek induktivno nadaljujemo, pridemo do druge
vrstice, ki nam pove, da velja rn | b, in prve vrstice, ki nam pove, da velja rn | a.
Torej je (a, b) ⊆ (rn) = (d).
Za obratno vsebovanost bomo ena£be v Evklidovem algoritmu nekoliko preobli-
kovali. Prvo ena£bo zapi²imo kot
r0 = a− q0b,
kar pomeni, da je r0 ∈ (a, b). Na podoben na£in drugo ena£bo zapi²emo kot
r1 = b− q1r0,
kar nam pove, da je r1 ∈ (a, b). Postopek induktivno nadaljuljemo, dokler ne pri-
demo do predzadnje ena£be
rn = rn−2 − qnrn−1,
ki implicira, da je rn = d ∈ (a, b), torej (d) ⊆ (a, b). □
Omenimo, da v splo²nih celih kolobarjih najve£ji skupni delitelj ne obstaja nujno.
Priro£nost Evklidovega algoritma je, da nam hitro poi²£e najve£ji skupni delitelj
dveh elementov, s tem pa tudi zagotavlja, da ta sploh obstaja.
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4. Glavni kolobarji
V tem poglavju se bomo posvetili naslednjemu tipu kolobarjev, ki bodo tesno
povezani s kolobarji z enoli£no faktorizacijo. Skozi to poglavje se bomo drºali [3,
poglavji 8.2 in 8.3].
Deﬁnicija 4.1. Celemu kolobarju K, v katerem je vsak ideal glavni, re£emo glavni
kolobar (angle²ko: Principal Ideal Domain, kraj²ano: PID).
Vsi ideali v glavnem kolobarju so glavni, torej generirani z enim elementom. e
se omejimo na poseben primer  vsak ideal generiran elementoma a in b mora biti
glavni, kar pomeni, da je (a, b) = (d) za neki element d. Iz razprave v prej²njem
poglavju sledi, da je element d ravno najve£ji skupni delitelj elementov a, b. Glavni
kolobar je spet tak kolobar, kjer najve£ji skupni delitelj dveh elementov obstaja.
e upo²tevamo pravkar zapisano deﬁnicijo 4.1 in trditev 3.4, dobimo naslednjo
povezavo med evklidskimi in glavnimi kolobarji:
Izrek 4.2. Vsak evklidski kolobar je glavni kolobar.
Poglejmo si nekaj primerov glavnih kolobarjev.
Primer 4.3. Vsa polja so glavni kolobarji, kar lahko pokaºemo direktno. V polju
imamo lahko le dva ideala  ni£elni ideal (ta je generiran z elementom 0) in celo
polje (to je generirano z elementom 1). Namre£, £e ideal vsebuje neni£eln element,
je ta element obrnljiv, zato je ideal enak celemu polju (skladno z razmislekom iz
drugega poglavja).
To, da so polja glavni kolobarji, prav tako sledi iz dejstva, da so polja evklidski
kolobarji.
Primer 4.4. Od prej vemo, da je Z evklidski kolobar, torej je tudi glavni.
Primer 4.5. Pokaºimo, da kolobar Z[x] ni glavni. Vzemimo ideal (2, x). Recimo,
da je ta glavni, torej da je (2, x) = (p(x)) za neki polinom p(x) ∈ Z[x]. Ker je
2 ∈ (2, x), mora biti 2 = p(x)q(x) za neki polinom q(x) ∈ Z[x]. To je moºno le, £e
sta p(x) in q(x) oba konstantna. Moºne vrednosti za p(x) so tako le ±1 in ±2. e
bi bil p(x) = ±1, bi ideal (p(x)) vseboval enoto 1, ki je (2, x) ne vsebuje. e pa
bi bil p(x) = ±2, ideal (±2) ne bi vseboval elementa x, ki ga (2, x) vsebuje. Torej
(2, x) ne more biti glavni ideal in zato Z[x] ni glavni kolobar. ♢
Ve£ primerov in protiprimerov glavnih kolobarjev odloºimo do naslednjega po-
glavja, kjer si bomo tudi podrobneje ogledali primer glavnega kolobarja, ki ni ev-
klidski. S tem bomo pokazali, da obrat izreka 4.2 ne velja.
Za zdaj deﬁnirajmo nekaj novih pojmov, s katerimi bomo opredelili, kak²ne fak-
torje ºelimo imeti v prihajajo£i enoli£ni faktorizaciji.
Deﬁnicija 4.6. Naj bo K cel kolobar.
(1) Denimo, da je k neni£eln in neobrnljiv elementK. Potem elementu k pravimo
nerazcepen element v K, kadar iz k = ab za a, b ∈ K sledi, da je vsaj eden
izmed a ali b obrnljiv v K. Sicer elementu k pravimo razcepen element.
(2) Neni£eln, neobrnljiv element p ∈ K imenujemo praelement (angle²ko: prime
element), £e iz p | ab za poljubna a, b ∈ K sledi, da p | a ali p | b.
(3) Re£emo, da sta elementa a, b ∈ K asociirana, £e je a = ub za neki obrnljiv
element u ∈ K.
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Opomba 4.7. Naj bo p nerazcepen in u obrnljiv element. Pokaºimo, da je produkt
pu spet nerazcepen. Naj bo pu = ab. Potem je p = ˜︁ab, kjer je ˜︁a = u−1a. Ker je p
nerazcepen, je en izmed ˜︁a ali b obrnljiv. e je obrnljiv ˜︁a = u−1a, je obrnljiv tudi a.
Dobili smo, da je en izmed a in b obrnljiv, kar pomeni, da je pu nerazcepen element.
Ugotovili smo: £im imamo en nerazcepen element, so tudi vsi asociirani elementi
nerazcepni.
V angle²ki literaturi lahko zasledimo, da pra²tevilom pravijo prime numbers,
praelementom pravijo prime elements, oboje pa kraj²ajo kot primes. To prekri-
vanje okraj²av je v resnici smiselno, ker so ±p, kjer je p pra²tevilo, ravno praelementi
kolobarja Z. Vemo ²e ve£, te elementi so tudi nerazcepni v Z. Naslednja trditev
nam pove, da to ni naklu£je.
Trditev 4.8. V celem kolobarju K je praelement vedno nerazcepen.
Dokaz. Denimo, da je p ∈ K praelement in p = ab za neka a, b ∈ K. Seveda p deli
samega sebe, torej produkt ab. Ker je p praelement, sledi, da p | a ali pa p | b. Brez
²kode za splo²nost lahko privzamemo, da p | b. To pomeni, da je b = kp za neki
k ∈ K. Potem je p = ab = akp, iz £esar sledi, da je ak = 1 in je zato a obrnljiv.
Torej je p nerazcepen element. □
Obratno v splo²nih celih kolobarjih ne velja (kot bomo videli v primerih v nasle-
dnjem poglavju), velja pa v nekaj speciﬁ£nih kolobarjih. Sledi trditev, ki pravi, da
je glavni kolobar en izmed takih kolobarjev.
Trditev 4.9. V glavnem kolobarju K je neni£eln element praelement natanko tedaj,
ko je nerazcepen.
Dokaz. Trditev 4.8 nam pove, da je vsak praelement nerazcepen. Pokazati moramo
²e obratno.
Naj bo p ∈ K nerazcepen element, p | ab in p ∤ a za neka a, b ∈ K. elimo
pokazati, da p | b. Oglejmo si ideal (p, a). Ker smo v glavnem kolobarju, mora biti
ta ideal glavni, torej mora veljati (p, a) = (d) za neki d ∈ K. Potem je p = md in
a = nd za nekam,n ∈ K. Ker je p nerazcepen, mora biti eden izmedm ali d obrnljiv.
e je obrnljiv m, lahko zapi²emo d = m−1p in a = nm−1p, kar je v nasprotju z na²o
predpostavko, da p ∤ a. Torej mora biti obrnljiv d. Ker je (d) = (p, a), velja
ax+ py = d
za neka x, y ∈ K. e ena£bo pomnoºimo z inverzom d−1, dobimo
a˜︁x+ p˜︁y = 1,
kjer sta ˜︁x = xd−1, ˜︁y = yd−1 elementa kolobarja K. Ko ena£bo pomnoºimo ²e z b,
dobimo
ab˜︁x+ bp˜︁y = b.
Ker p | ab, sledi, da p | b in je dokaz zaklju£en. □
5. Kolobarji z enoli£no faktorizacijo
Osnovni izrek aritmetike nam pove, da lahko naravno ²tevilo n > 1 razcepimo
na prafaktorje, torej na produkt pra²tevil. Vemo ²e ve£, do vrstnega reda natan£no
lahko n razcepimo na natanko en na£in. e tak razcep posku²amo raz²iriti na cela
²tevila, naletimo na teºavo  ºe ²tevilo 6 ima zdaj dva moºna razcepa: 6 = 2 · 3 in
6 = (−2) · (−3). Razcepa sicer sta razli£na, ampak le za predznak faktorjev.
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e torej ºelimo tak razcep posplo²iti na kolobarje, bomo morali z zahtevo po
enoli£nosti nekoliko popustiti, kot je predstavljeno v naslednji deﬁniciji.
Deﬁnicija 5.1 ([3, str. 286]). Kolobar z enoli£no faktorizacijo (angle²ko: Unique
Factorization Domain, okraj²ano: UFD) je cel kolobar K, v katerem ima vsak
neni£eln, neobrnljiv element r ∈ K naslednji lastnosti:
(1) r lahko zapi²emo kot kon£ni produkt nerazcepnih elementov pi ∈ K (ne
nujno razli£nih):
r = p1p2 · · · pn
(2) Ta razcep je enoli£en do asociiranosti in vrstnega reda faktorjev natan£no.
To pomeni, £e imamo ²e en razcep
r = q1q2 · · · qm,
potem je m = n in obstaja tako pre²tevil£enje faktorjev, da sta pi in qi
asociirana za i = 1, 2, . . . , n
Opomba 5.2. e upo²tevamo, da so elementi pi iz deﬁnicije lahko med sabo enaki
oz. asociirani, lahko razcep elementa ekvivalentno zapi²emo kot
r = upe11 p
e2
2 · · · pett ,
kjer so pi razli£ni, neasociirani nerazcepni elementi, u obrnljiv in ei ∈ N za vsak
i = 1, . . . , t.
Opomba 5.3. Oglejmo si naslednji razcep:
r = p1p2p3
e je to razcep elementa r, potem je tudi
r = (up1)(vp2)(wp3)
razcep elementa r, £e velja uvw = 1 (v tem primeru so u, v, w obrnljivi elementi). Za
bolj konkreten primer se lahko postavimo v kolobar Z. Tam sta obrnljiva elementa le
±1, nerazcepni elementi so pa ravno pra²tevila (in negativna pra²tevila). Poglejmo
razcep ²tevila 30:
30 = 2 · 3 · 5
Z enako pravico bi lahko vzeli tudi:
30 = (−2) · (−3) · 5
Zapisa sta razli£na, ampak predstavljata  v svojem bistvu  isti razcep. Zato bomo
dopu²£ali, da se v na²ih razcepih poleg nerazcepnih faktorjev morda pojavijo ²e
kak²ni obrnljivi elementi.
Kateri kolobarji izpolnjujejo deﬁnicijo 5.1? Takoj lahko opazimo, da so vsa polja
trivialno kolobarji z enoli£no faktorizacijo. Vsi neni£elni elementi v polju so namre£
obrnljivi, torej nimamo elementa, ki bi moral izpolnjevati pogoje iz deﬁnicije. Z
drugimi besedami  v polju ni takega elementa, da bi ga hoteli enoli£no razcepiti,
zato ta primer za nas ne bo tako zanimiv.
Kateri pa so ²e kak²ni drugi predstavniki kolobarjev z enoli£no faktorizacijo?
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5.1. Kolobarji kvadratnih celih ²tevil. Nekaj primerov (in protiprimerov) kolo-
barjev z enoli£no faktorizacijo nam bodo dali podkolobarji polja
Q[
√
D] = {a+ b
√
D | a, b ∈ Q},
kjer je D celo ²tevilo, ki ni deljivo z nobenim kvadratom naravnega ²tevila (razen
1). To je res polje  o£itno je zaprto za obi£ajno se²tevanje in mnoºenje in vsak
neni£eln element (a+ b
√
D) ima inverz 1
a2−Db2 (a− b
√
D). Ta inverz je deﬁniran za
neni£elne elemente, saj je a2 −Db2 ̸= 0 za neni£elna racionalna a, b.
Deﬁniramo naslednji kolobar:
Z[ω] = {a+ bω | a, b ∈ Z},
kjer vzamemo
ω =
{︄√
D, £e D ≡ 2, 3 mod 4
1+
√
D
2
, £e D ≡ 1 mod 4.
Mnoºica Z[
√
D] je o£itno kolobar in podkolobar polja Q[
√
D], pri Z[1+
√
D
2
] pa pre-
verimo le zaprtost za mnoºenje.
Pomnoºimo med sabo dva poljubna elementa na²e mnoºice:(︃
a+ b
1 +
√
D
2
)︃(︃
c+ d
1 +
√
D
2
)︃
= ac+ bd
(︃
D − 1
4
)︃
+ (bc+ ad+ 1)
1 +
√
D
2
Ker za na² primer velja D ≡ 1 mod 4, je dobljeno spet element opazovane mnoºice.
Torej je za ustrezne D mnoºica Z[ω] res kolobar (in podkolobar od Q[
√
D]). Tem
kolobarjem pravimo kolobarji kvadratnih celih ²tevil (angle²ko: Quadratic Integer
Rings).
Kar je zanimivo pri zgoraj deﬁniranih kolobarjih je to, da imajo za razli£ne D
razli£ne lastnosti  videli bomo, da £e vzamemo D = −19, je Z[1+
√−19
2
] glavni
kolobar (ki ni evklidski), za D = 2 pa dobimo kolobar Z[
√
2], ki je evklidski.
Na polju Q[
√
D] deﬁniramo naslednjo preslikavo:
N : Q[
√
D]→ Q
N(a+ b
√
D) = (a+ b
√
D)(a− b
√
D) = a2 −Db2
Tej preslikavi bomo rekli norma, ker predstavlja neko mero velikosti v tem polju (in
njegovih podkolobarjih). V primeru, ko je D = −1, so elementi na²ega polja oblike
a + bi, za a, b ∈ Q. Te elemente si lahko predstavljamo kot vektorje v kompleksni
ravnini, z racionalnima komponentama. Norma elementa a+bi bo po formuli a2+b2,
kar pa je ravno kvadrat dolºine vektorja (a, b), zato je tako poimenovanje preslikave
smiselno.
S tako deﬁnirano normo si bomo pomagali pri ugotavaljanju lastnosti prej opisanih
kolobarjev Z[ω]. Klju£nega pomena bo njena lastnost multiplikativnosti, torej da
velja N(xy) = N(x)N(y) za x, y ∈ Q[√D]. Preverimo, da to drºi:
N((a+ b
√
D)(c+ d
√
D)) = N(ac+ bdD + (ad+ bc)
√
D) =
= a2c2 + 2abcdD + b2d2D2 −D(a2d2 + 2abcd+ b2c2) =
= a2c2 + b2d2D2 −D(a2d2 + b2c2)
N(a+ b
√
D)N(c+ d
√
D) = (a2 −Db2)(c2 −Dd2) =
= a2c2 + b2d2D2 −D(a2d2 + b2c2)
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Zgornja izraza sta res enaka, torej je norma multiplikativna preslikava na polju
Q[
√
D] in zato tudi na podkolobarjih Z[ω]. Ker jo bomo uporabljali predvsem
na slednjih, si oglejmo kam norma preslika elemente kolobarjev Z[ω]. e vzamemo
ω =
√
D, iz deﬁnicije norme takoj sledi, da je N(a+b
√
D) = (a+b
√
D)(a−b√D) =
a2 −Db2 tudi za a, b ∈ Z. Izra£unajmo ²e za ω = 1+
√
D
2
.
N
(︃
a+ b
1 +
√
D
2
)︃
= N
(︃
a+
b
2
+
b
2
√
D
)︃
=
(︃
a+
b
2
+
b
2
√
D
)︃(︃
a+
b
2
− b
2
√
D
)︃
=
(︃
a+ b
1 +
√
D
2
)︃(︃
a+ b
1−√D
2
)︃
= a2 + ab+
1−D
4
b2
e zdruºimo rezultata, dobimo:
(1) N(a+ bω) =
{︄
a2 −Db2, £e D ≡ 2, 3 mod 4
a2 + ab+ 1−D
4
b2, £e D ≡ 1 mod 4.
Takoj opazimo, da ima norma v obeh primerih celo²tevilske vrednosti. Prav tako
pa je iz ra£una razvidno, da velja:
(2) N(a+ bω) = (a+ bω)(a+ bω),
kjer je
ω =
{︄
−√D, £e D ≡ 2, 3 mod 4
1−√D
2
, £e D ≡ 1 mod 4.
Od tod lahko pridemo do pomembnega sklepa glede obrnljivih elementov v Z[ω].
Recimo, da je N(α) = ±1 za neki α = a + bω ∈ Z[ω]. Potem iz (2) sledi, da je
(a + bω)(a + bω) = ±1. Skupaj z dejstvom, da je β = ±(a + bω) element Z[ω], to
pomeni, da je β inverz α v tem kolobarju. Ugotovili smo: £e je N(α) = ±1, je α
obrnljiv element.
Kaj pa obratno? Recimo, da je α obrnljiv element v Z[ω], torej obstaja tak
β ∈ Z[ω], da je αβ = 1. Sledi, da je N(αβ) = N(1) = 1. Vemo, da je norma
multiplikativna preslikava, torej velja tudi N(αβ) = N(α)N(β) = 1. Ker ima norma
na Z[ω] celo²tevilske vrednosti, sledi, da sta edini moºnosti N(α) = ±1, N(β) = ±1.
Torej: £e je α obrnljiv, je N(α) = ±1.
Dokazali smo naslednjo trditev:
Trditev 5.4 ([3, str. 231]). Element α ∈ Z[ω] je obrnljiv natanko tedaj, ko je
N(α) = ±1.
Sedaj smo dovolj opremljeni, da se lotimo naslednjih dveh primerov.
Primer 5.5. Oglejmo si kolobar Z[
√−5]. Element 9 ∈ Z[√−5] je neni£eln in
neobrnljiv, saj je N(9) = 81 ̸= ±1. Hitro vidimo, da 9 lahko razcepimo na dva
na£ina:
9 = 3 · 3 = (2 +√−5)(2−√−5).
To sta res razcepa elementa 9, £e so sestavni faktorji 3, (2 − √−5) in (2 + √−5)
nerazcepni.
Poglejmo najprej element 3. Recimo, da je 3 = αβ. Radi bi pokazali, da je en
izmed α, β obrnljiv. Preslikajmo ena£bo z normo N :
N(3) = 9 = N(α)N(β).
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Ker ima N(a+ b
√−5) = a2 + 5b2 pozitivne celo²tevilske vrednosti, imamo samo tri
moºnosti: N(α) = 1, N(β) = 9 in obratno, ter N(α) = N(β) = 3. Slednja moºnost
ne pride v po²tev, saj ena£ba a2+5b2 = 3 nima re²itve za celi ²tevili a in b. Torej je
bodisi N(α) = 1 bodisi N(β) = 1, kar po trditvi 5.4 pomeni, da je bodisi α bodisi
β obrnljiv. Sledi, da je 3 res nerazcepen element. Ker je N(2±√−5) = 9, lahko z
istim argumentom dokaºemo, da sta tudi preostala dva faktorja nerazcepna.
Imamo torej dva razcepa elementa 9, ki sta o£itno neasociirana. Pokazali smo, da
Z[
√−5] nima enoli£ne faktorizacije. ♢
Primer 5.6. Pokaºimo, da je kolobar Z[
√
2] evklidski. Vzemimo α, β ∈ Z[√2], pri
£emer je β ̸= 0. Zapi²imo α = a + b√2 in β = c + d√2. Za trenutek poglejmo na
α, β kot na elementa Q[
√
2]. Izra£unamo
αβ−1 =
1
c2 − 2d2 (a+ b
√
2)(c− d
√
2) =
ac− 2bd
c2 − 2d2 +
bc− ad
c2 − 2d2
√
2
in ozna£imo r = ac−2bd
c2−2d2 , s =
bc−ad
c2−2d2 . Tako lahko zgornjo ena£bo zapi²emo kot
α = β(r + s
√
2).
Vzemimo celo ²tevilo, ki je po absolutni vrednosti najbliºje r ∈ Q, in ga ozna£imo
s k ∈ Z. Podobno ozna£imo z ℓ ∈ Z ²tevilo, ki je najbliºje q ∈ Q. Velja, da je
|r − k| ≤ 1
2
in |q − ℓ| ≤ 1
2
. Deﬁniramo
π := (r − k) + (s− ℓ)
√
2
in
γ := βπ = β(r + s
√
2)− β(k + ℓ
√
2) = α− β(k + ℓ
√
2).
e ozna£imo q = (k + ℓ
√
2) ∈ Z[√2], dobimo ena£bo
α = qβ + γ.
Za iskano preslikavo bomo vzeli δ(x) = |N(x)|. Multiplikativnost norme implicira
multiplikativnost preslikave δ, zato je drugi pogoj iz deﬁnicije 3.1 izpolnjen. e
izra£unamo
δ(π) = |N(π)| = |(r − k)2 − 2(s− ℓ)2| ≤ |(r − k)2 + 2(s− ℓ)2| ≤ 1
4
+
1
2
=
3
4
< 1,
sledi
δ(γ) = δ(βπ) = δ(β)δ(π) < δ(β).
Torej je Z[
√
2] res evklidski kolobar. Kasneje bomo videli, da je zato tudi kolobar z
enoli£no faktorizacijo. ♢
5.2. Iskanje kolobarjev z enoli£no faktorizacijo. Preden se res posvetimo iska-
nju kolobarjev z enoli£no faktorizacijo, si poglejmo ²e naslednji primer:
Primer 5.7. Naj bo F [x] kolobar polinomov, kjer je F polje. Vzemimo podkolobar
K = {polinomi ∑︁ni=0 aixi, kjer je ai ∈ F , a1 = 0}. To je res podkolobar, saj s
se²tevanjem in mnoºenjem takih polinomov ne moremo pridobiti £lena z x.
Oglejmo si naslednja dva razcepa
x6 = x2 · x2 · x2 = x3 · x3
in preverimo, da sta to razli£na razcepa elementa x6 (v smislu deﬁnicije 5.1).
Najprej se prepri£ajmo, da sta x2 in x3 res nerazcepna elementa. Recimo, da lahko
zapi²emo x2 = a(x)b(x), kjer sta a(x), b(x) ∈ K. Sledi, da morata biti polinoma
15
a(x) in b(x) oba stopnje kve£jemu 2. e bi radi, da se taka a(x) in b(x) zmnoºita
v x2, mora imeti en samo £len z x2 in drugi samo konstantni £len. Potem je tisti
polinom, ki je konstanten, element polja F , torej obrnljiv. Na analogen na£in pri x3
ugotovimo, da mora imeti eden od faktorjev samo £len z x3 in drugi samo konstantni
£len. Spet je slednji obrnljiv element.
Ker sta x2 in x3 o£itno neasociirana v kolobarju K, sta zgornja razcepa razli£na.
Sledi, da K nima enoli£ne faktorizacije. ♢
Kot smo videli, je preprosto pokazati, da neki kolobar ni kolobar z enoli£no fakto-
rizacijo  dovolj je najti en element, ki ima dva razli£na (tj. neasociirana) razcepa.
Pokazati, da dan kolobar ima enoli£no faktorizacijo, pa je v splo²nem teºko  morali
bi razcepiti vse neni£elne neobrnljive elemente in ugotavljati, ali nam to uspe storiti
na ve£ na£inov. Ker je to zamudno (ali celo neizvedljivo), si bomo raje pomagali z
nekaterimi njihovimi lastnostmi.
Trditev 5.8 ([3, Proposition 12, str. 287]). V kolobarju z enoli£no faktorizacijo K
je neni£eln element praelement natanko tedaj, ko je nerazcepen.
Dokaz. Po trditvi 4.8 ºe vemo, da je vsak praelement kolobarja K nerazcepen. Po-
kaºimo ²e, da velja obratno.
Naj bo p nerazcepen element in naj p | ab za neka a, b ∈ K. elimo pokazati,
da p deli vsaj enega izmed a in b. e p | ab, potem je ab = pc za neki c ∈ K. e
a in b razcepimo na produkt nerazcepnih elementov, dobimo razcep za element ab.
Ker je p nerazcepen element, lahko vzamemo kar p za enega of faktorjev v razcepu
elementa pc. Iz enakosti ab = pc in enoli£nosti razcepa sledi, da je p asociiran enemu
od nerazcepnih elementov iz razcepa ab, torej enemu iz razcepa a ali razcepa b. Brez
²kode za splo²nost privzemimo, da je to nerazcepen element z indeksom 1 iz razcepa
elementa a. To pomeni, da lahko zapi²emo a = (up)p2 · · · pn, za neki obrnljiv u in
neke nerazcepne p2, ..., pn. e vzamemo d = up2 · · · pn, je a = pd, torej p | a. □
V kolobarjih z enoli£no faktorizacijo pojma praelement in nerazcepen element
torej sovpadata. Iz te lastnosti skoraj neposredno sledi naslednja trditev:
Trditev 5.9 ([3, Proposition 13, str. 288]). Naj bosta a in b neni£elna elementa
kolobarja z enoli£no faktorizacijo K. Denimo, da sta
a = upe11 p
e2
2 · · · penn in b = vpf11 pf22 · · · pfnn
razcepa elementov a in b, kjer sta u, v obrnljiva elementa, p1, ..., pn razli£ni nerazce-
pni elementi in eksponenti ei, fi ≥ 0 za i = 1, ..., n. Potem je element
d = p
min(e1,f1)
1 p
min(e2,f2)
2 · · · pmin(en,fn)n
najve£ji skupni delitelj elementov a in b.
Dokaz. Ker so eksponenti pri vsakem pi v razcepu d kve£jemu manj²i kot eksponenti
pri pi v razcepih a in b, takoj sledi, da d deli a in b. Pokazati moramo ²e, da je ta
delitelj najve£ji.
Naj bo c neki skupni delitelj elementov a in b. Ker smo v kolobarju z enoli£no
faktorizacijo, ga lahko razcepimo kot
c = qg11 q
g2
2 · · · qgmm ,
kjer so qi (razli£ni) nerazcepni elementi in zato praelementi (trditev 5.8). Ker vsak
qi deli c in posledi£no tudi a in b, mora deliti enega od nerazcepnih elementov pj. To
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pomeni, da za vsak i lahko najdemo j, da velja pj = uiqi. Pri tem iz nerazcepnosti
pj sledi, da so elementi ui obrnljivi. Brez ²kode za splo²nost lahko privzamemo, da
je vsaki£ j = i (sicer preme²amo faktorje). Tako lahko zapi²emo:
c = wpg11 p
g2
2 · · · pgmm ,
kjer je w obrnljiv element (produkt ustreznih potenc u−1i ). Ker c deli a in b, mora
biti m ≤ n in gi ≤ min(ei, fi), kar implicira da c | d. □
Zgornja trditev nam pove, kako lahko najdemo najve£ji skupni delitelj dveh ele-
mentov. Podobno kot pri prej to pomeni, da najve£ji skupni delitelj v kolobarjih z
enoli£no faktorizacijo obstaja.
Kmalu bomo ugotovili, da so evklidski kolobarji primeri kolobarjev z enoli£no
faktorizacijo. Vzemimo elementa a in b iz evklidskega kolobarja K. Spomnimo se,
da v evklidskih kolobarjih lahko poi²£emo najve£ji skupni delitelj elementov a in b z
uporabo Evklidovega algoritma. Zgornja trditev nam pove, da imamo tudi alterna-
tivo  £e uspemo dobiti razcep za a in b, lahko dobimo najve£ji skupni delitelj tako,
da vzamemo ustrezne potence nerazcepnih elementov. Dobra stran te alternative
je, da deluje tudi v bolj splo²nih kolobarjih (v takih z enoli£no faktorizacijo), kjer
morda nimamo na voljo Evklidovega algoritma. Je pa zato bistveno bolj zamudna
 teºava je namre£ v iskanju razcepov za a in b, zaenkrat ne poznamo algoritma, ki
bi to storil hitro.
Po£asi prihajamo do glavnega izreka v tem poglavju, ki nam bo dal veliko ve£
primerov kolobarjev z enoli£no faktorizacijo. Preden se ga lotimo, si bomo pripravili
²e pomoºni rezultat.
Deﬁnicija 5.10. Komutativen cel kolobar, v katerem je vsaka nara²£ajo£a veriga
idealov
I1 ⊆ I2 ⊆ . . .
kon£na (tj. obstaja n ∈ N, da je In = In+1 = . . .), imenujemo noetherski kolobar.
Noetherski kolobarji so sicer pomemben pojem v algebri, ampak mi jih bomo
v tem delu uporabili zgolj kot orodje, s katerim bomo dokazali naslednjo lemo in
slede£i izrek.
Lema 5.11 ([1, Lemma 5.78]). Vsak glavni kolobar je noetherski kolobar.
Dokaz. Vzemimo verigo idealov
I1 ⊆ I2 ⊆ . . .
v glavnem kolobarju K in pokaºimo, da je
I :=
∞⋃︂
i=1
Ii
ideal. Preveriti moramo, da je I podgrupa za se²tevanje in da je rx ∈ I za poljuben
r ∈ K in x ∈ I.
Naj bosta x, y ∈ I. To pomeni, da obstajata taka k, ℓ ∈ N, da je x ∈ Ik in y ∈ Iℓ.
Brez ²kode za splo²nost lahko privzamemo, da je k ≤ ℓ in zato Ik ⊆ Iℓ. Ker je Iℓ
ideal, torej med drugim podgrupa za se²tevanje, je x − y ∈ Iℓ ⊆ I. Vzemimo zdaj
²e r ∈ K. Ker je x ∈ Ik in je Ik ideal, je tudi rx ∈ Ik ⊆ I. Sledi, da je zgoraj
deﬁnirana mnoºica I res ideal v K.
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Ker je na² kolobar K glavni, obstaja neki a ∈ K, da je I = (a). Seveda je potem
a ∈ I in zato a ∈ Ik za neki k ∈ N (vzamemo najmanj²i tak k). Velja torej
(a) ⊆ Ik ⊆ I = (a),
iz £esar sledi, da je Ik = I in se na²a veriga ustavi pri k-tem idealu. □
Zdaj smo pripravljeni na izrek, ki nam bo tlakoval pot do glavnih ugotovitev v
tem delu:
Izrek 5.12. Vsak glavni kolobar je kolobar z enoli£no faktorizacijo.
Dokaz. Naj bo a neni£eln neobrnljiv element glavnega kolobarja K. Pokaºimo naj-
prej, da a lahko zapi²emo kot produkt nerazcepnih elementov.
Recimo, da to ni res. Ozna£imo a1 := a. e bi bil a sam nerazcepen, smo
ga zapisali kot produkt enega nerazcepnega elementa, kar je v protislovju z na²o
predpostavko. Torej mora biti a = a1 razcepen. To pomeni, da je a1 = a2b2 za neka
neobrnljiva a2, b2 ∈ K. Sledi, da je (a1) ⊂ (a2), kjer je vsebovanost res stroga, saj
a2 /∈ (a1). e sta a2 in b2 oba nerazcepna, smo spet v protislovju s predpostavko,
torej je vsaj eden od njiju razcepen. Brez ²kode za splo²nost je to a2. Potem je
a2 = a3b3 za neka neobrnljiva a3, b3 ∈ K. Enako kot prej sledi, da je (a2) ⊂ (a3). e
bi se tu ustavili, bi bili zopet v protislovju, zato postopek nadaljujemo v nedogled
in dobimo neskon£no verigo idealov:
(a1) ⊂ (a2) ⊂ (a3) ⊂ . . . ⊂ K
Ker je kolobar K glavni in zato noetherski (po lemi 5.11), taka neskon£na veriga
s strogimi vsebovanostmi ni moºna. Element a torej lahko zapi²emo kot produkt
nerazcepnih elementov.
Dokazati moramo ²e enoli£nost razcepa. Naj bosta
a = p1 · · · pn = q1 · · · qm
dva razcepa elementa a, kjer so pi, qj nerazcepni in zato praelementi po trditvi 4.9.
Ker praelement p1 deli levo stran, mora deliti tudi produkt na desni strani in zato
enega izmed faktorjev  brez ²kode za splo²nost je to kar q1. Torej je q1 = up1 za
neki u ∈ K. Iz nerazcepnosti q1 sledi, da mora biti eden izmed u in p1 obrnljiv.
Po deﬁniciji nerazcepnih elementov je p1 neobrnljiv, zato je obrnljiv element u. To
pomeni, da sta p1 in q1 asociirana. e vstavimo zvezo v zgornjo ena£bo, dobimo:
p1p2 · · · pn = (up1)q2 · · · qm,
oziroma, £e kraj²amo p1 na obeh straneh:
p2 · · · pn = (uq2) · · · qm.
Element uq2 je spet nerazcepen (opomba 4.7), zato postopek lahko ponavljamo.
Recimo, da n < m. Potem po n ponovitvah dobimo
1 = kqn+1 · · · qm,
kjer je k obrnljiv. To pomeni, da je produkt neobrnljivih elementov obrnljiv, kar je
seveda protislovje (trditev 2.8). Z enakim argumentom tudi moºnost n > m ne pride
v po²tev, torej mora biti n = m. Pri i-ti ponovitvi ugotovimo, da je pi asociiran qi,
kar skupaj s prej²njo ugotovitvijo pomeni, da je razcep enoli£en. □
Preden se bolj poglobimo v pravkar dokazan izrek, poglejmo ²e dve hitri posledici:
Posledica 5.13. Vsak evklidski kolobar je kolobar z enoli£no faktorizacijo.
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Dokaz. Sledi neposredno iz izrekov 4.2 in 5.12. □
Iz te posledice in dejstva, da je kolobar Z evklidski (primer 3.3) pa sledi ºe dobro
znan rezultat:
Posledica 5.14 (Osnovni izrek aritmetike). Kolobar Z je kolobar z enoli£no fakto-
rizacijo.
Kaj pravzaprav potrebujemo v kolobarju z enoli£no faktorizacijo? Neobrnljive
neni£elne elemente moramo biti zmoºni razcepiti in ta razcep mora biti enoli£en.
V dokazu izreka 5.12 smo videli, da v noetherskih kolobarjih neki element lahko
razcepimo na njegove nerazcepne gradnike. Enoli£nost pa nam je zagotovila lastnost,
da nerazcepni elementi sovpadajo s praelementi.
Z drugimi besedami: noetherski kolobar z lastnostjo, da so nerazcepni elementi
natanko praelementi, je kolobar z enoli£no faktorizacijo. Izrek 5.12 pravi, da je
glavni kolobar primer takega kolobarja, posledica 5.13 pa, da je zato tudi vsak ev-
klidski kolobar tak. Pripomnimo ²e, da je biti noetherski zgolj zadosten pogoj za
to, da ima neki kolobar enoli£no faktorizacijo. Obstajajo tudi taki, ki imajo enoli£no
faktorizacijo in niso noetherski, kot bomo videli v primeru 6.11.
Spomnimo se, da smo v primeru 5.6 pokazali, da je kolobar Z[
√
2] evklidski.
Posledica 5.13 nam pove, da je zato tudi kolobar z enoli£no faktorizacijo. S podobnim
postopkom kot v tistem primeru bi lahko pokazali, da sta tudi Z[
√−2] in Z[√−1] =
Z[i] evklidska kolobarja in imata zato enoli£no faktorizacijo.
Povzemimo ugotovitve dosedanjih poglavij  ugotovili smo, da obravnavani kolo-
barji tvorijo naslednjo verigo vsebovanosti:
polja ⊂ evklidski kolobarji ⊂ glavni kolobarji
⊂ kolobarji z enoli£no faktorizacijo ⊂ celi kolobarji.
Da so vsebovanosti res stroge, se prepri£ajmo z naslednjimi primeri.
Primer 5.15 (Evklidski kolobar, ki ni polje). Za kolobar Z ºe vemo, da je evklidski
(primer 3.3), seveda pa ni polje, saj so vsi elementi razen ±1 neobrnljivi. ♢
Primer 5.16 (Glavni kolobar, ki ni evklidski). Za protiprimer bomo vzeli kolobar
Z[1+
√−19
2
]. Za laºjo notacijo ozna£imo w = 1+
√−19
2
. Primer bomo razbili na dva
glavna dela  v prvem bomo pokazali, da Z[w] ni evklidski, v drugem pa, da je
glavni. Pri tem si bomo pomagali s postopkom, ki je opisan v [5].
Spomnimo se ena£be norme (1) za D = −19:
N(a+ bw) = a2 + ab+ 5b2 = a2 + ab+
b2
4
+
19b2
4
=
(︃
a+
b
2
)︃2
+
19b2
4
.
Vidimo, da je N(α) nenegativno celo ²tevilo za vsak α ∈ Z[w] in da je
N(a+ bw) =
(︃
a+
b
2
)︃2
+
19b2
4
≥ 19
4
,
£e je b ̸= 0 (saj je potem b2 ≥ 1).
Poleg tega se spomnimo ²e trditve 5.4, ki pravi, da imajo obrnljivi elementi v
splo²nem Z[ω] normo enako ±1. V na²em kolobarju to pomeni
N(a+ bw) = a2 + ab+ 5b2 = 1,
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kar implicira, da je b = 0 in a = ±1. Edina obrnljiva elementa kolobarja Z[w] sta
torej 1 in −1.
Preverimo zdaj, da je 2 nerazcepen element Z[w]. Recimo, da je 2 = αβ, za neka
α, β ∈ Z[w]. Z uporabo norme ena£bo preoblikujemo v N(2) = 4 = N(α)N(β).
To pomeni, da je N(α) = 1 in N(β) = 4 oz. N(α) = 4 in N(β) = 1, ali pa je
N(α) = N(β) = 2. e zapi²emo α = a+ bw, v drugem primeru sledi, da je b = 0 in
a2 = 2, kar je protislovje, saj je a ∈ Z. Zato je N(α) = 1 oz. N(β) = 1, torej je α
oz. β obrnljiv. Na podoben na£in lahko preverimo, da je tudi 3 nerazcepen element,
ker je ena£ba a2 + ab+ 5b2 = 3 nere²ljiva v Z.
Predpostavimo zdaj, da je Z[w] evklidski, torej da obstaja ustrezna preslikava δ
na tem kolobarju. Vzemimo tak neni£eln neobrnljiv m ∈ Z[w], da je δ(m) ≤ δ(n)
za vsak neni£eln neobrnljiv n ∈ Z[w]. Tak m obstaja, saj δ slika v nenegativna cela
²tevila. Zapi²emo lahko
2 = qm+ r,
kjer je r = 0 ali pa je δ(r) < δ(m). Ker je m minimalen izmed neobrnljivih,
neni£elnih elementov, je r ∈ {−1, 0, 1}.
e je r = −1, potem je 3 = qm, torej m deli nerazcepen element 3. Ker smo vzeli
m neobrnljiv, mora biti obrnljiv q. Potem je q = ±1 in zato m = ±3. e je r = 0,
potem je 2 = qm, in je podobno kot prej m = ±2. e pa je r = 1, je 1 = qm, kar je
v protislovju s tem, da je m neobrnljiv. Torej, vemo da je m ∈ {−3,−2, 2, 3}.
Razpi²imo sedaj element w = 1+
√−19
2
kot
w = km+ s,
kjer je s = 0 ali pa je δ(s) < δ(m). Z enakim argumentom kot prej ugotovimo, da
je s ∈ {−1, 0, 1}.
Iz ena£be km = w− s hitro vidimo, da m ∈ {−3,−2, 2, 3} deli levo stran, ampak
ne deli desne za noben moºen s. Sledi, da Z[w] ni evklidski.
elimo pokazati ²e, da je Z[w] glavni. Pri tem si bomo spet pomagali z normo,
ampak bomo nanjo pogledali iz drugega vidika kot ponavadi. Namre£, norma se
na Z[w] natanko ujema s kvadratom klasi£ne absolutne vrednosti v kompleksnih
²tevilih. Res, £e izra£unamo⃓⃓⃓⃓
a+ b
1 +
√−19
2
⃓⃓⃓⃓2
=
⃓⃓⃓⃓
⃓a+ b2 + b
√
19
2
i
⃓⃓⃓⃓
⃓
2
=
(︃
a+
b
2
)︃2
+
(︃
b
√
19
2
)︃2
= a2+ ab+5b2,
dobimo enako kot pri N(a+ bw). e na α ∈ Z[w] pogledamo iz vidika, da je α ∈ C,
velja zveza
(3) N(α) = |α|2 = (Re(α))2 + (Im(α))2,
kjer Re(α) predstavlja realni del, Im(α) pa imaginarni del kompleksnega ²tevila α.
Naj bo I ideal v Z[w]. e je ni£eln, je generiran z elementom 0, torej je glavni.
Privzemimo sedaj, da je I neni£eln, in izberimo tak neni£eln β ∈ I, da je minimalen
glede na normo (tak seveda obstaja, ker ima norma v na²em kolobarju nenegativne
celo²tevilske vrednosti). Ciljamo na to, da je I = (β).
Recimo, da to ni res, torej da obstaja α ∈ I\(β). Pomagali si bomo z ulomkom
α
β
∈ C. Ker je w = 1
2
+
√
19
2
i, lahko najdemo tak m ∈ Z, da velja
−
√
19
4
< Im
(︃
α
β
+mw
)︃
≤
√
19
4
.
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Prepri£ajmo se, da je to res. Recimo, da imamo ²tevili v, z ∈ R in je v > 0 (za
laºjo notacijo). Predstavljamo si lahko, da izbiramo realna ²tevila zi tako, da je
z0 = z in velja zi+1 = zi + v za vsak i ∈ Z. Tako smo celo realno os razbili na
podintervale (zi, zi+1], katerih dolºina je ravno v. tevilo u ∈ R pripada enemu od
teh intervalov, torej obstaja k ∈ Z, da je u ∈ (zk, zk+1]. e ²tevilu u pri²tevamo
oziroma od²tevamo v lahko prehajamo med intervali (zi, zi+1]. Bolj natan£no, velja:
u + jv ∈ (zk+j, zk+j+1] za j ∈ Z. Ker razmislek velja za poljubno za£etno to£ko z,
bo za ustrezno izbiro j ∈ Z ²tevilo u+ jv element poljubnega polodprtega intervala
dolºine v. V na²em primeru smo vzeli u = Im(α
β
) in v = Im(w) =
√
19
2
ter upo²tevali
da je
Im
(︃
α
β
)︃
+m · Im(w) = Im
(︃
α
β
+mw
)︃
.
Zdaj lo£imo ve£ primerov, glede na zgornjo imaginarno komponento.
Primer 1: −
√
3
2
< Im
(︁
α
β
+mw
)︁
<
√
3
2
Na podoben na£in kot prej lahko poi²£emo tak n ∈ Z, da bo
−1
2
< Re
(︃
α
β
+mw + n
)︃
≤ 1
2
.
Opazimo, da s pri²tevanjem celega ²tevila n nismo vplivali na imaginarni del, torej
velja Im(α
β
+mw + n) = Im(α
β
+mw). Iz zgornjih dveh neena£b in zveze (3) sledi,
da je N
(︁
α
β
+ mw + n
)︁
<
(︁
1
2
)︁2
+
(︁√
3
2
)︁2
= 1, oziroma, £e mnoºimo z N(β) > 0 in
upo²tevamo multiplikativnost:
N(α + (mw + n)β) < N(β).
Ker sta α, β ∈ I in je (mw + n) element Z[w], je α + (mw + n)β ∈ I. Zaradi mini-
malnosti izbrane β med neni£elnimi elementi sledi, da mora biti α+(mw+n)β = 0,
oziroma α = −(mw + n)β. To pa je v nasprotju s tem, da α /∈ (β).
Primer 2: −
√
19
4
< Im
(︁
α
β
+mw
)︁ ≤ −√3
2
ali
√
3
2
≤ Im(︁α
β
+mw
)︁ ≤ √19
4
Deﬁniramo α′ := −α−mwβ (v levem podprimeru) ali pa α′ := α+mwβ (v desnem
podprimeru). Kot prej, ker sta α, β ∈ I in je mw element Z[w], je α′ ∈ I v obeh
podprimerih. e bi bil α′ ∈ (β), bi bil tudi α = ±α′−mwβ ∈ (β), kar je v nasprotju
z na²o izbiro elementa α. Torej je α′ ∈ I\(β) in v obeh podprimerih velja
√
3
2
≤ Im
(︃
α′
β
)︃
≤
√
19
4
.
Na enak na£in kot prej lahko pri²tejemo n ∈ Z, da bo
−1
2
< Re
(︃
α′
β
+ n
)︃
≤ 1
2
.
Deﬁniramo α′′ := α′ + nβ ∈ I. Potem je (︁α′
β
+ n
)︁
= α
′′
β
, zato je Im(α
′′
β
) = Im(α
′
β
).
e bi bil α′′ ∈ (β), bi bil tudi α′ = α′′ − nβ ∈ (β), kar je protislovje. Torej je
α′′ ∈ I\(β) in velja
√
3
2
≤ Im
(︃
α′′
β
)︃
≤
√
19
4
in − 1
2
< Re
(︃
α′′
β
)︃
≤ 1
2
.
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Oglejmo si element
(︁
2α′′
β
− w)︁. Ker je w = 1
2
+
√
19
2
i, velja
−1 < Re
(︃
2α′′
β
)︃
≤ 1 in − 3
2
< Re
(︃
2α′′
β
− w
)︃
≤ 1
2
,
ter
√
3 ≤ Im
(︃
2α′′
β
)︃
≤
√
19
2
in −
√
3
2
<
√
3−
√
19
2
≤ Im
(︃
2α′′
β
− w
)︃
≤ 0.
Spet lo£imo dva primera glede na realno komponento elementa
(︁
2α′′
β
− w)︁.
Primer 2a: −1
2
< Re
(︁
2α′′
β
− w)︁ ≤ 1
2
V tem podprimeru je N(2α
′′
β
− w) < (︁1
2
)︁2
+
(︁− √3
2
)︁2
= 1. Spet sledi, da je
N(2α′′ − wβ) < N(β).
Ker je 2α′′ − wβ ∈ I, mora zaradi minimalnosti β veljati 2α′′ − wβ = 0. Potem
je wβ
2
= α′′ ∈ I. Zaradi (2) vemo, da je ww = N(w) = 5. e dobljeno ena£bo
pomnoºimo z β
2
ugotovimo, da je 5
2
β = wwβ
2
∈ I in je zato tudi 1
2
β = 5
2
β − 2β ∈ I.
Toda N(1
2
β) = 1
4
N(β) < N(β), kar je v protislovju z minimalnostjo β.
Primer 2b: −3
2
< Re
(︁
2α′′
β
− w)︁ ≤ −1
2
e neena£bi pri²tejemo 1, na enak na£in kot v prej²njem podprimeru dobimo
N(2α′′ − wβ + β) < N(β).
Z enakim argumentom kot prej dobimo 2α′′ − (w − 1)β = 0. Od tod sledi, da
je (w−1)β
2
= α′′ ∈ I. S kratkim ra£unom lahko preverimo, da je N(w − 1) =
N(−1
2
+
√
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2
i) = 5. Podobno kot v prej²njem podprimeru ena£bo (w−1)(w − 1) = 5
pomnoºimo z β
2
in ugotovimo, da je 5
2
β = (w − 1) (w−1)β
2
∈ I. Enako kot prej pri-
demo v protislovje.
Obravnavali smo vse moºne scenarije in pri vsakem pri²li v protislovje. Element
α ∈ I\(β) torej ne more obstajati. Od tod lahko sklepamo, da je I = (β) in je
Z[1+
√−19
2
] glavni kolobar, ki ni evklidski.
♢
Primer 5.17 (Kolobar z enoli£no faktorizacijo, ki ni glavni 1). V naslednjem po-
glavju bomo videli, da ima K[x] enoli£no faktorizacijo natanko tedaj, ko jo ima K
sam (izrek 6.9). Od tod bo sledilo, da je Z[x] kolobar z enoli£no faktorizacijo, da ni
glavni smo pa ºe videli v prej²njem poglavju (primer 4.5). ♢
Primer 5.18 (Kolobar z enoli£no faktorizacijo, ki ni glavni 2). e en protiprimer
je kolobar polinomov F [x, y], kjer je F polje. Sledili bomo argumentom zapisanim
v [4]. Posledica 6.10 iz naslednjega poglavja nam bo zagotovila, da je F [x, y] res
kolobar z enoli£no faktorizacijo, pokaºimo pa, da ni glavni.
Recimo, da je ideal (x, y) glavni. Potem je (x, y) = (p(x, y)) za neki polinom
p(x) ∈ F [x, y]. Ker sta x, y ∈ (x, y) = (p(x, y)), mora veljati
x = p(x, y)q1(x, y)
y = p(x, y)q2(x, y)
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za neka q1(x, y), q2(x, y) ∈ F [x, y]. Iz prve enakosti sledi, da je sty(p(x, y)) = 0,
iz druge pa, da je stx(p(x, y)) = 0 (pri £emer stz ozna£uje stopnjo polinoma v
spremenljivki z). To pomeni, da je polinom p(x, y) = p ∈ F konstanten. Ker je F
polje, je p obrnljiv, torej (p) vsebuje enoto 1. Vendar 1 /∈ (x, y). Sledi, da F [x, y] ni
glavni kolobar. ♢
Primer 5.19 (Cel kolobar, ki ni kolobar z enoli£no faktorizacijo). Pokaºimo, da celi
kolobarji Z[
√
D] za D ≡ 2, 3 mod 4, D ≤ −3 niso kolobarji z enoli£no faktorizacijo.
S tem bo kolobar Z[
√−5] iz primera 5.5 v resnici le poseben primer iz te poddruºine
kolobarjev. Za ustrezne D pi²imo raje D = −n za n ≥ 3.
Najprej preverimo, da je 2 ∈ Z[√−n] nerazcepen element. Vzemimo, da je 2 =
αβ. e ena£bo preslikamo z normo, dobimo 4 = N(α)N(β). Edini moºnosti (£e
zanemarimo vrstni red faktorjev) sta N(α) = N(β) = 2 in N(α) = 1, N(β) = 4.
Prva ne pride v po²tev, saj ena£ba a2 + nb2 = 2 za n ≥ 3 nima re²itve v Z, zato je
N(α) = 1 in je α obrnljiv.
e je n sod, potem 2 | (−n) = (√−n)(√−n), ampak 2 ∤ (√−n). Podobno, £e je n
lih, potem 2 | (1+n) = (1+√−n)(1−√−n), ampak 2 ∤ (1+√−n), 2 ∤ (1−√−n).
V obeh primerih je 2 nerazcepen element, ki ni praelement. Ker je to v kolobarjih
z enoli£no faktorizacijo nemogo£e (trditev 5.8) zaklju£imo, da te kolobarji nimajo
enoli£ne faktorizacije. ♢
6. Enoli£na faktorizacija v kolobarjih polinomov
V tem poglavju nas bo zanimalo, kako enoli£en razcep kolobarja K vpliva na
kolobar polinomov K[x]. Spomnimo se, da je Z glavni kolobar, Z[x] pa ni. Lastnost,
da so vsi ideali glavni, se torej ne prenese na kolobar polinomov. Od tod tudi sledi,
da K[x] ni nujno evklidski, £etudi K je. Na² cilj pa bo pokazati, da je K[x] kolobar
z enoli£no faktorizacijo natanko tedaj, ko je K kolobar z enoli£no faktorizacijo. Pri
tem bomo v glavnem sledili [3, poglavji 9.2, 9.3].
Izrek 6.1. Naj bo F polje. Kolobar polinomov F [x] je evklidski kolobar. Bolj na-
tan£no, £e sta a(x) in b(x) polinoma iz F [x] in je b(x) neni£eln, potem obstajata
taka polinoma q(x) in r(x) iz F [x], da je
a(x) = q(x)b(x) + r(x)
in je r(x) = 0 ali pa je st(r(x)) < st(b(x)).
Dokaz. e je a(x) ni£eln polinom, lahko vzamemo q(x) = r(x) = 0. Privzemimo
torej, da je a(x) ̸= 0 in ozna£imo n = st(a(x)). Naj bo b(x) ∈ F [x] poljuben polinom
stopnje m.
Izrek dokaºimo z indukcijo. e je n < m, lahko vzamemo q(x) = 0 in r(x) = a(x).
Za n ≥ m pa zapi²imo
a(x) = anx
n + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0
in
b(x) = bmx
m + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0.
Oglejmo si polinom
a′(x) := a(x)− an
bm
xn−mb(x),
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pri £emer an
bm
razumemo kot anb−1m . Ta polinom je dobro deﬁniran, saj so koeﬁcienti
polinomov a(x) in b(x) elementi polja F in bm ̸= 0. Ta polinom je stopnje manj²e od
n, zato na njem lahko uprabimo indukcijsko predpostavko. Lahko torej zapi²emo
a′(x) = q′(x)b(x) + r(x),
kjer je r(x) = 0 ali pa je st(r(x)) < st(b(x)). e upo²tevamo deﬁnicijo a′(x), lahko
dobimo ena£bo
a(x) = (q′(x) +
an
bm
xn−m)b(x) + r(x),
kjer je r(x) = 0 ali pa je st(r(x)) < st(b(x)). e ozna£imo q(x) = q′(x) + an
bm
xn−m,
dobimo ºelen rezultat. □
Posledica 6.2. e je F polje, potem je F [x] glavni kolobar in kolobar z enoli£no
faktorizacijo.
Dokaz. Sledi neposredno iz izrekov 6.1, 4.2 in posledice 5.13. □
Za polja ºe vemo, da so kolobarji z enoli£no faktorizacijo, in ravnokar smo dokazali,
da je kolobar polinomov s koeﬁcienti iz polja tudi kolobar z enoli£no faktorizacijo.
To zvezo na poljih bomo prenesli na splo²ne kolobarje z enoli£no faktorizacijo s
pomo£jo polja ulomkov.
V nadaljevanju bomo potrebovali pojem, ki predstavlja posplo²itev klasi£nih ulom-
kov a
b
, kjer a, b ∈ Z, na ulomke a
b
, kjer sta a, b elementa nekega celega kolobarja.
Ker se ne bomo posebej poglabljali v te pojme, tu samo navedemo klju£ne deﬁnicije
in z njimi povezane ugotovitve.
Deﬁnicija 6.3. Naj bo K cel kolobar in a, b, c, d ∈ K. Na mnoºici K × (K\{0})
deﬁniramo ekvivalen£no relacijo
(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad = bc
in ozna£imo z a
b
ekvivalen£ni razred elementa (a, b). e v mnoºico vseh ekvivalen£nih
razredov
F :=
{︃
a
b
| a, b ∈ K, b ̸= 0
}︃
vpeljemo se²tevanje in mnoºenje s predpisoma
a
b
+
c
d
:=
ad+ bc
bd
in
a
b
· c
d
:=
ac
bd
,
postane F polje. Polju F pravimo polje ulomkov kolobarja K.
Natan£nej²i opis in dokaze, da je deﬁnirana relacija res ekvivalen£na in da je
mnoºica F z opisanima operacijama res polje lahko najdemo v [2, poglavje 3.6].
Podobno kot pri kolobarju polinomov tu opazimo, da je K podkolobar polja F  to
so ravno ulomki, pri katerih za imenovalec vzamemo enoto 1.
Pripomnimo, da se ti posplo²eni ulomki ra£unsko obna²ajo povsem enako kot ti-
sti, ki jih poznamo kot racionalna ²tevila. Med drugim to pomeni, da je a
b
·b = ab
b
= a.
Z ustreznim mnoºenjem lahko torej preidemo iz ulomkov (elementov polja ulomkov)
na ²tevce (elemente prvotnega kolobarja). To nam bo pri²lo prav v nadaljevanju, ko
bomo raziskovali povezave med razcepnostjo v K[x] in F [x].
Poglejmo si posplo²itev najve£jega skupnega delitelja na ve£ elementov:
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Deﬁnicija 6.4. Naj bo K kolobar z enoli£no faktorizacijo, n ∈ N in a1, . . . , an ∈
K neni£elni elementi. Najve£ji skupni delitelj elementov a1, . . . , an ozna£imo z
gcd(a1, . . . , an) in ga deﬁniramo induktivno kot
gcd(a1, . . . , an) = gcd(gcd(a1, . . . , an−1), an),
pri £emer gcd(a, b) ustreza deﬁniciji 3.5.
Ker vemo, da najve£ji skupni delitelj dveh elementov v kolobarjih z enoli£no fak-
torizacijo obstaja, to implicira obstoj najve£jega skupnega delitelja ve£ elementov.
Pripomnimo, da se d = gcd(a1, . . . , an) iz zgornje deﬁnicije obna²a, kot bi pri£ako-
vali  d deli vse elemente a1, . . . , an in £e obstaja tak e, ki tudi deli a1, . . . , an, velja,
da e | d.
Deﬁnicija 6.5. Naj bo K kolobar z enoli£no faktorizacijo. Polinomu p(x) ∈ K[x]
re£emo primitiven polinom, £e je najve£ji skupni delitelj vseh njegovih koeﬁcientov
enak 1.
Trditev 3.7 nam pove, da se najve£ji skupni delitelji dveh (in posledi£no ve£) ﬁ-
ksnih elementov lahko razlikujejo le za obrnljiv faktor. Skupaj s pravkar zapisano
deﬁnicijo to pomeni, da noben neobrnljiv element ne deli vseh koeﬁcientov primi-
tivnega polinoma.
Lema 6.6. Naj bo K kolobar z enoli£no faktorizacijo in p(x), q(x) ∈ K[x]. Produkt
p(x)q(x) ∈ K[x] je primitiven natanko tedaj, ko sta p(x) in q(x) primitivna.
Dokaz. Naj bo p(x) ∈ K[x] primitiven polinom stopnje n in q(x) ∈ K[x] primitiven
polinom stopnje m. Recimo, da produkt p(x)q(x) ni primitiven. Potem obstaja neki
neobrnljiv c ∈ K, ki deli vsakega od koeﬁcientov polinoma p(x)q(x). Privzamemo
lahko, da je c nerazcepen, sicer pa vzamemo enega od nerazcepnih elementov iz
razcepa elementa c. Vemo, da c ne deli polinomov p(x) in q(x), saj sta primitivna.
Naj bosta
p(x) =
n∑︂
i=0
aix
i in q(x) =
m∑︂
j=0
bjx
j.
Naj bosta s, t ∈ N najmanj²a indeksa, pri katerima c ne deli koeﬁcientov as, bt. Ker
je c nerazcepen v kolobarju z enoli£no faktorizacijo, je praelement (trditev 5.8) in
sledi, da c ∤ asbt. Koeﬁcient polinoma p(x)q(x) pri xs+t je
a0bs+t + a1bs+t−1 + · · ·+ as−1bt+1 + asbt + as+1bt−1 + · · ·+ as+t−1b1 + as+tb0,
kjer so ai = 0 za i > n in bj = 0 za j > m. Zaradi minimalnosti izbire s in t velja,
da so vsi £leni v zgornji vsoti razen £len asbt deljivi s c. To pomeni, da ta vsota ni
deljiva s c, kar je protislovje. Torej je produkt p(x)q(x) primitiven.
Privzemimo sedaj, da p(x) ni primitiven, torej da obstaja neki neobrnljiv c ∈ K,
da je p(x) = cp0(x). Potem je produkt p(x)q(x) = cp0(x)q(x) deljiv z neobrnljivim
c, kar pomeni, da ni primitiven. □
Pri tem dokazu smo postopek za Z[x], ki je opisan v [7], posplo²ili na splo²en
K[x], kjer je K kolobar z enoli£no faktorizacijo.
Pokazali smo, da £e vsaj eden izmed p(x) ali q(x) ni primitiven, tudi produkt
p(x)q(x) ni primitiven. To ekvivalentno pomeni  £e je produkt polinomov primi-
tiven, morajo biti vsi polinomi v produktu primitivni. To nam bo pri²lo prav pri
dokazu glavnega izreka v tem poglavju, potrebovali bomo pa ²e naslednji dve trditvi.
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Trditev 6.7 (Gaussova lema). Naj bo K kolobar z enoli£no faktorizacijo s poljem
ulomkov F in p(x) ∈ K[x] nekonstanten polinom. e je p(x) razcepen v F [x], potem
je razcepen v K[x].
Dokaz. Recimo, da p(x) ∈ K[x] lahko razcepimo v F [x]. To pomeni, da lahko
zapi²emo p(x) = A(x)B(x), kjer sta A(x), B(x) ∈ F [x] nekonstantna polinoma.
Radi bi pokazali, da lahko najdemo taka polinoma a(x), b(x) ∈ K[x], da velja p(x) =
a(x)b(x).
Polinoma A(x) in B(x) imata koeﬁciente iz polja ulomkov F , torej koeﬁciente
oblike ai
bi
za ai, bi ∈ K. e na² razcep v F [x] pomnoºimo s skupnim imenovalcem
d ∈ K vseh koeﬁcientov v teh dveh polinomih, dobimo ena£bo
dp(x) = a′(x)b′(x),
kjer sta a′(x), b′(x) ∈ K[x]. Pri vsakem od polinomov p(x), a′(x), b′(x) izpostavimo
najve£je skupne delitelje koeﬁcientov tako, da nam ostanejo primitivni polinomi
p0(x), a
′
0(x), b
′
0(x) in velja p(x) = cp0(x), a
′(x) = caa′0(x) ter b
′(x) = cbb′0(x). Seveda
sta tudi a′0(x), b
′
0(x) ∈ K[x]. Tako, £e ozna£imo e = dc in f = cacb, dobimo
ep0(x) = fa
′
0(x)b
′
0(x).
Ker je polinom a′0(x)b
′
0(x) spet primitiven, je e najve£ji skupni delitelj leve strani in
f najve£ji skupni delitelj desne strani ena£be. Sledi, da je e = uf za neki obrnljiv
u ∈ K in zato p0 = ua′0(x)b′0(x). Potem je p(x) = cp0(x) = uca′0(x)b′0(x) razcep
polinoma p(x) v K[x]. Za iskana a(x) in b(x) bi lahko vzeli npr. a(x) = uca′0(x) in
b(x) = b′0(x). □
Trditev 6.8. Naj bo K kolobar z enoli£no faktorizacijo in F pripadajo£e polje ulom-
kov. Naj bo p(x) ∈ K[x] nekonstanten primitiven polinom. Potem je p(x) nerazcepen
v K[x] natanko tedaj, ko je nerazcepen v F [x].
Dokaz. To, da nerazcepnost v K[x] implicira nerazcepnost v F [x], nam pove trditev
6.7.
Obratna implikacija je ekvivalentna naslednji trditvi: £e je polinom p(x) razcepen
vK[x], je razcepen v F [x]. Recimo da imamo razcep p(x) = a(x)b(x) vK[x], kjer sta
a(x), b(x) neobrnljiva v K[x] (torej razli£na od obrnljivega u ∈ K). Iz primitivnosti
polinoma p(x) sledi, da sta polinoma a(x) in b(x) oba nekonstantna (sicer bi bil en
od njiju neobrnljiv najve£ji skupni delitelj), kar pomeni, da sta neobrnljiva v F [x].
Torej lahko vzamemo kar p(x) = a(x)b(x) za razcep v F [x]. □
Zanima nas obna²anje razcepa polinoma p(x) iz kolobarja K[x], ki je seveda pod-
kolobar kolobarja F [x]. Ideja, ki jo bomo natan£neje zapisali v naslednjem dokazu,
je, da polinom p(x) razcepimo v F [x] (za katerega vemo, da je kolobar z enoli£no fak-
torizacijo) in nato ta razcep popravimo tako, da bo postal razcep v K[x]. Pri tem
se bomo morali prepri£ati, da s popravkom nismo vplivali na enoli£nost razcepa.
Pripravili smo si vse potrebno za dokaz rezultata, ki smo ga napovedali na za£etku
poglavja.
Izrek 6.9. Kolobar K je kolobar z enoli£no faktorizacijo natanko tedaj, ko je K[x]
kolobar z enoli£no faktorizacijo.
Dokaz. e je K[x] kolobar z enoli£no faktorizacijo, ima vsak element a ∈ K ⊂
K[x] enoli£en razcep na nerazcepne elemente K[x]. Tak razcep ne more vsebovati
nekonstantnih polinomov, saj je a konstanten polinom. Sledi, da so vsi polinomi
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v razcepu konstantni, torej elementi kolobarja K. Ker so ti elementi nerazcepni v
K[x], so nerazcepni tudi v K in smo dobili enoli£en razcep na nerazcepne elemente
kolobarja K. To pomeni, da je K kolobar z enoli£no faktorizacijo. Pokaºimo ²e
obratno implikacijo.
Naj bo zdaj K kolobar z enoli£no faktorizacijo in F pripadajo£e polje ulomkov.
Vzemimo p(x) ∈ K[x] neni£eln polinom. Naj bo d najve£ji skupni delitelj koeﬁcien-
tov polinoma p(x). Potem lahko zapi²emo p(x) = dp0(x), kjer je p0(x) primitiven
polinom. Najve£ji skupni delitelj je enoli£en do mnoºenja z obrnljivim elementom
natan£no, kar v deﬁniciji kolobarja z enoli£no faktorizacijo dopu²£amo. e je d ∈ K
obrnljiv, ne bo vplival na enoli£nost razcepa, sicer pa vemo, da ga lahko enoli£no
razcepimo, torej moramo preveriti le ²e razcep primitivnega polinoma p0(x).
Privzemimo, da je p0(x) ∈ K[x] nekonstanten (sicer je element kolobarja K in ºe
vemo, da ga lahko enoli£no razcepimo). Ker je K[x] ⊂ F [x] in je F [x] kolobar z
enoli£no faktorizacijo (posledica 6.2), ima p0(x) v F [x] enoli£en razcep na nerazcepne
polinome. Po trditvi 6.7 vemo, da ima zato razcep tudi v K[x]. Primitivnost p0(x)
implicira, da so vsi polinomi v razcepu primitivni. Ker so ti polinomi nerazcepni v
F [x] in primitivni, so po trditvi 6.8 nerazcepni tudi v K[x]. Polinom p0(x) ∈ K[x]
torej lahko zapi²emo kot produkt nerazcepnih elementov kolobarja K[x].
Preverimo ²e enoli£nost razcepa. Recimo, da p0(x) lahko razcepimo kot
p0(x) = q1(x) · · · qr(x) = q′1(x) · · · q′s(x)
na nerazcepne elemente kolobarja K[x]. Vsak od faktorjev qi(x), q′j(x) je primitiven,
saj je p0(x) primitiven. Zato so vsi qi(x) in qj(x) nerazcepni tudi v F [x]. Ker je
F [x] kolobar z enoli£no faktorizacijo, sta zgornja razcepa enaka v smislu deﬁnicije
5.1  torej r = s in lahko preme²amo faktorje, da sta qi(x) in q′i(x) asociirana v F [x].
Pokazati moramo ²e, da so qi(x) in q′i(x) asociirani tudi v K[x]. Vemo, da obstaja
tak neni£eln element a
b
∈ F , da je qi(x) = ab q′i(x). Potem velja bqi(x) = aq′i(x), kjer
sta qi(x) in q′i(x) primitivna polinoma. Sledi, da je a = ub za neki obrnljiv u ∈ K.
Potem je, £e okraj²amo b na obeh straneh, qi(x) = uq′i(x), kar ravno pomeni, da sta
qi(x) in q′i(x) asociirana v K[x]. □
Od tod neposredno pridemo do naslednjega rezultata:
Posledica 6.10. e je K kolobar z enoli£no faktorizacijo, potem je tudi kolobar
polinomov K[x1, x2, ..., xn] kolobar z enoli£no faktorizacijo za vsak n ∈ N .
Z zadnjim izrekom se nam je ²tevilo primerov kolobarjev z enoli£no faktorizacijo
bistveno pove£alo. Pokazali smo: £e ºe imamo neki kolobar z enoli£no faktorizacijo,
lahko z dodajanjem spremenljivk ohranjamo lastnost enoli£ne faktorizacije.
Za konec si oglejmo ²e naslednji primer kolobarja z enoli£no faktorizacijo.
Primer 6.11 (Kolobar z enoli£no faktorizacijo, ki ni noetherski). Pri izreku 5.12
smo videli, da so noetherski kolobarji, kjer so nerazcepni elementi natanko praele-
menti, kolobarji z enoli£no faktorizacijo. Zdaj smo dovolj opremljeni, da si ogledamo
protiprimer kolobarja z enoli£no faktorizacijo, ki ni noetherski. Pri tem bomo po-
drobneje zapisale argumente iz [6].
Mnoºica polinomov v poljubnem ²tevilu spremenljivk
K[x1, x2, . . .] :=
⋃︂
n∈N
K[x1, . . . , xn]
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je kolobar za obi£ajne operacije s polinomi (deﬁnicija 2.9). Dovolj je preveriti, da
je deﬁnirana mnoºica zaprta za te operacije. V nadaljevanju tega primera bomo
kraj²ali Ki := K[x1, . . . , xi]. Poleg tega bomo namesto p(x1, x2, . . .) pisali kar p.
Vsak polinom p ∈ K[x1, x2, . . .] je element unije, zato je vsebovan znotraj Ki za
neki i ∈ N. Vzemimo p, q ∈ K[x1, x2, . . .]. Potem je p ∈ Kn in q ∈ Km za neka
n,m ∈ N, kjer lahko privzamemo, da velja n ≤ m. Ker je Kn ⊂ Km, je p ∈ Km.
Vemo, da je Km kolobar, torej zaprt za obe pripadajo£i operaciji. Sledi, da je tudi
K[x1, x2, . . .] zaprt za isti operaciji.
Naj bo sedaj K kolobar z enoli£no faktorizacijo. Kako je z enoli£nostjo razcepov
v kolobarju K[x1, x2, . . .]?
Naj bo p ∈ K[x1, x2, . . .]. Kot prej, to pomeni, da je p ∈ Ki za neki i ∈ N
(najmanj²i moºen). Sledi, da je p polinom v spremenljivkah x1, . . . , xi. Poudarek
tu je, da p ne vsebuje spremenljivk xj za j > i. Vemo, da je Ki kolobar z enoli£no
faktorizacijo (posledica 6.10), zato p lahko enoli£no razcepimo znotraj Ki. Recimo
sedaj, da ima p ²e kak²en drug (neasociiran) razcep v K[x1, x2, . . .]. Potem mora
biti ta znotraj nekega Kj, kjer j > i. Ker je p ne vsebuje spremenljivk z indeksom
ve£jim od i, jih tudi razcep ne more vsebovati. Zato so £leni razcepa omejeni na
Ki ⊂ Kj, kjer se mora drug razcep ujemati s prvim (do asociiranosti natan£no).
Da pokaºemo, da K[x1, x2, . . .] ni noetherski, si oglejmo verigo idealov
(x1) ⊆ (x1, x2) ⊆ (x1, x2, x3) ⊆ ...
Ta veriga se nikjer ne ustavi, saj je npr. xi+1 ∈ (x1, . . . , xi+1) ampak xi+1 /∈
(x1, . . . , xi). Torej je (x1, . . . , xi) ̸= (x1, . . . , xi+1) za vsak i ∈ N.
Sledi, da je K[x1, x2, . . .] kolobar z enoli£no faktorizacijo, ki ni noetherski. ♢
Slovar strokovnih izrazov
Euclidean Domain evklidski kolobar
ﬁeld polje - kolobar, v katerem so vsi neni£elni elementi obrnljivi
integral domain cel kolobar - netrivialen kolobar brez deliteljev ni£a
irreducible element nerazcepen element  neni£eln neobrnljiv element p je ne-
razcepen, £e zapis p = ab implicira, da je a ali b obrnljiv element
Noetherian ring noetherski kolobar  kolobar, v katerem je vsaka veriga idealov
(glede na vsebovanost) kon£na
prime element praelement  neni£eln neobrnljiv element p je praelement, £e velja
implikacija:
p | ab =⇒ (p | a) ali (p | b)
primitive polynomial primitiven polinom  polinom je primitven, £e je najve£ji
skupni delitelj vseh njegovih koeﬁcientov enak enoti 1
Principal Ideal Domain glavni kolobar  kolobar, v katerem je vsak ideal glavni
ring kolobar
unit obrnljiv element
Unique Factorization Domain kolobar z enoli£no faktorizacijo
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